TEORIA DE LA MEDIDA

Sesién 19

El teorema de Kolmogorov

Introducciéon

A pesar del desarrollo que tenfa el Céalculo de Probabilidades a finales del siglo XIX, no
habfa una definicién satisfactoria de la probabilidad. Eso es lo que afirmaba Henri Poincaré
(1854-1912) en la primera frase del capitulo I de su libro de probabilidad, publicado en 1896:

En su libro, enuncié la definicién cldsica de probabilidad:

“La probabilidad de un evento es el cociente de los casos favorables a un evento y el nimero
total de casos posibles”, aclarando mediante algunos ejemplos que se debe agregar a dicha
definicién la condicién de que todos los casos sean igualmente probables.

Comenté entonces que:

“La definicién completa de la probabilidad es una especie de peticién de principio: jcémo
reconocer que todos los casos son igualmente probables? Aqui, una definicién matemética
no es posible; deberemos, en cada aplicacién, hacer convenciones, decir que consideramos tal
y tal caso como igualmente probables. Esas convenciones no son completamente arbitrarias,
pero escapan al espiritu del matemético que no tendra mas que examinarlas, una vez que son
admitidas. Asi, todo problema de probabilidad ofrece dos periodos de estudio: el primero,
metafisico por asi decirlo, el cual legitima tal o cual convencién; el segundo, matematico, que
aplica a esas convenciones las reglas del célculo.”

Agregé Poincaré en su libro bédsicamente lo que ya habia formulado Laplace como las bases
del Calculo de Probabilidades.

Decia Poincaré que el Célculo de Probabilidades tiene como base dos teoremas: el teorema
de las probabilidades totales y el teorema de las probabilidades compuestas.

P(AvB)=P(A)+P(B)—P(ANB)
P(ANB)=P(B|A)P (A
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Donde A V B representa la ocurrencia de alguno de los dos eventos A y B (incluyendo la
ocurrencia de ambos), A A B representa la ocurrencia simultdnea de los eventos Ay By
P (B | A) es la probabilidad de ocurrencia del evento B dado que el evento A ocurre.

En particular, si A y B no pueden ocurrir simultdneamente, entonces:
P(Av B)=P(A)+ P(B)

De manera maés general, si A, Ay, ..., A, son eventos tales que ningtin par de ellos puede
ocurrir simultdnemente, entonces:

P(AiVANV...VA,)=P(A)+P(Ay)+---+ P(A,)

Como lo mencionamos antes, a esta propiedad se le conoce como la propiedad de la
aditividad finita.

Poincaré recogi6é en su libro las inquietudes de su época acerca del Céalculo de
Probabilidades: No estaba bien fundamentado.

Esta era una inquietud que habfia no tinicamente en relacién a la Probabilidad. En el Congreso
Internacional de Mateméticas de 1900, David Hilbert (1862-1943) expresé esas inquietudes
de la siguiente manera:

“Pienso que en cualquier lugar en donde se presenten ideas matemdticas, sea en Filosofia,
sea en Geometria, sea en Fisica, se plantea el problema de la discusién de los principios
fundamentales, base de esas ideas, y del establecimiento de un sistema simple y completo de
axiomas.”

“Las investigaciones sobre los principios fundamentales de la geometria nos conducen a
plantear este problema: Tratar con base en ese modelo las ramas de la Fisica donde las
Matemaéticas juegan actualmente un papel preponderante; esas ramas de la ciencia son,
antes que cualesquiera otras, el Calculo de Probabilidades y la Mecénica.”

La invencién de la Teoria de la Medida a principios del siglo XX vino a resolver el
problema de la fundamentacién del Cédlculo de Probabilidades, surgiendo asi un
cuerpo tedrico, puramente matemadtico, el cual constituye lo que ahora podemos
llamar la Teoria de la Probabilidad.

Inmediatamente después del surgimiento de la teoria de la medida de Lebesgue, se dio una
relacién con el Célculo de Probabilidades.

En 1904, Emile Borel (1871-1956) planteé que la integral clasica (de Riemann) es insuficiente
para tratar algunos problemas de probabilidad :
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Si se sabe que un nimero z estd comprendido entre 0 y 1, jcudl es la probabilidad de que x
sea un numero racional?

Utilizando la integral de Riemann, el problema no tiene solucion.
Utilizando la integral de Lebesgue, la respuesta es 0.

Sin embargo, en un inicio la identificacién de la probabilidad con una medida se hizo tnica-
mente en los problemas que cafan dentro de un esquema geométrico.

En el ano 1909, se publicé un articulo de Borel (Les probabilités dénombrables et leurs ap-
plications arithmétiques) el cual abrié una polémica acerca de las propiedades que debian
pedirse a la funcion probabilidad en una formulacién axiomaética.

Teorema de Borel. Consideremos una sucesién infinita numerable de ensayos de Bernoulli
y sea p, la probabilidad de éxito en el ensayo n. Denotemos por A, al evento:

Ao.: Se obtiene una infinidad de éxitos.

Entonces:

Si la serie Y | p, es convergente, P(Ay) = 0.

Si los ensayos de Bernoulli son independientes y la serie Y | p, es divergente, P(A) = 1.

En su razonamiento, Borel utilizé algunas de las propiedades que son equivalentes a la o-
aditividad, lo cual abrfa la pregunta acerca de la validez de esta propiedad para cualquier
funcién de probabilidad. Si la respuesta era afirmativa se podrfa considerar a la funcién de
probabilidad como una medida.

En el libro de Hausdorff de 1914 se considera a la probabilidad como un ejemplo y una
aplicacién de la teorfa de la medida. Hausdorftf no identificaba a una probabilidad con una

medida, pero mostré que una medida normalizada tiene todas las propiedades de una pro-
babilidad.

Por otra parte, en 1913, Johann Radon habia ya desarrollado una teoria general de la medida
en R"” y en 1915, con base en el trabajo de Radon, Maurice René Fréchet extendié la teorfa
de la medida a espacios abstractos, definiendo las funcionales aditivas. De esta manera, se
puede decir que, en ese momento, aunque posteriormente todavia se demostrarfan algunos
resultados importantes, ya se contaba con lo basico de una teorfa general de la medida.

Sin embargo, hacia 1915, aunque Frechet ya habfa desarrollado una teoria de la medida
en espacios abstractos, no podia hacerse una identificacién automética de una funcién de
probabilidad con una medida mientras no se resolviera el problema de la existencia de una
medida asociada a cada problema de probabilidad.



4

En 1914, Carathéodory dio un método para construir medidas en R" via una medida exterior
y este método puede extenderse al caso de medidas en espacios abstractos. Sin embargo, la
definicién de medidas en espacios de dimensién infinita no es un problema que se haya
resuelto inmediatamente después del trabajo de Fréchet sobre la definicién general de una
medida.

Fue P.J. Daniell quien entre 1918 y 1920 desarrollé una teorfa de integracién en espacios de
dimensién infinita. Daniell no se basé para esto en el resultado de Carathéodory sino que
desarroll6 su propio método.

Béasicamente el método de Carathéodory para definir una medida consiste en partir de una
medida definida sobre un &lgebra de subconjuntos de un conjunto dado €2 y en extender
esta medida a una o-dlgebra que contiene a los conjuntos del dlgebra de la que se partio.
En cambio, el método de Daniel consiste en partir de una integral. definida para una cierta
familia de funciones y en extender esta integral a una familia suficientemente grande de
funciones. Los dos métodos son equivalentes en el sentido de que una vez teniendo una
medida se puede definir una integral e inversamente, una vez teniendo una integral se puede
definir una medida.

Por otra parte, el estudio de los teoremas limite habia puesto en el centro de la atencion de
los probabilistas a las variables aleatorias. El estudio de las variables aleatorias condujo a
Richard Edler Von Mises (1883-1953) a identificar, en el afio 1919, una ley de probabilidad
con la funcién de distribucién. Esta misma identificacién la hizo Paul Pierre Lévy (1886-
1971) en su libro Calcul des Probabilités, publicado en 1925, donde, ademas, identificaba a
una funcién de distribucién con una medida sobre R y a una funcién de distribucién conjunta
con una medida sobre R". De esta forma, dada una sola variable aleatoria, se puede asociar
a ésta una medida sobre R; dado un nimero finito de variables aleatorias, se puede asociar
a esa familia una medida sobre R", para alguna n.

Pero, ;cé6mo asociarle una medida a una familia infinita de variables aleatorias?

Algunos resultados parciales consistentes en asociar una medida a una familia infinita de
variables aleatorias se encuentran en los trabajos de Hugo Dyonizy Steinhaus (1887-1972) y
de Norbert Wiener (1894-1964).

Wiener trabajaba con funcionales lineales sobre espacios de funciones y segufa el método de
Daniell para extender tales funcionales:

Con ese método, entre 1921 y 1923, Wiener construyé un modelo matemadtico
para el movimiento browniano, para lo cual defini6 una medida de probabilidad
c—aditiva sobre el espacio de las funciones continuas. Es este trabajo el que
marcoé la pauta para poder definir una medida asociada a cualquier problema de
probabilidad.

Para el ano 1925 algunos autores aceptaban ya a la o-aditividad como una propiedad general
de la funcién de probabilidad y entonces consideraban a la probabilidad como una medida.
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Esto queda claro en el libro de Paul Pierre Lévy de 1925, donde, ademds, se define a la
probabilidad en forma axiomética.

Sin embargo, la polémica sobre la propiedad de o—aditividad de la funcién de probabilidad
continuaba. Resalta en esta polémica una serie de articulos que publicaron Maurice Fréchet
y Bruno de Finetti en el ano 1930.

Finalmente, en el ano 1933, Kolmogorov publicé un articulo titulado Foundations
of the Theory of Probability en el cual establecié la formulacién de la Teoria de
la Probabilidad que prevalece hasta nuestros dias.

Dice ahf:

“Después de las publicaciones de las investigaciones de Lebesgue, las analogfas entre medida
de un conjunto y probabilidad de un evento y entre la integral de una funcién y la esperanza
matemadtica de una variable aleatoria se hicieron evidentes. Pero para que la teoria de la
probabilidad pudiera basarse en tales analogias era todavia necesario hacer las teorfas de la
medida y de la integracién independientes de los elementos geométricos los cuales estaban
en el trasfondo con Lebesgue. Esto ha sido hecho por Fréchet. Mientras que una concepcion
de la teorfa de la probabilidad basada sobre el punto de vista general citado antes se ha dado
durante algiin tiempo entre ciertos matematicos, estaba faltando una exposicién completa
de todo el sistema, libre de extranas complicaciones.”

Kolmogorov establecié como modelo mateméatico de un fenémeno probabilistico
una terna (2,3, P), donde (2 es un conjunto, & una c—4&algebra de subconjuntos (2
y P una medida de probabilidad definida sobre <.

Con este modelo Kolmogorov logré entonces articular los diferentes conceptos de la teorfa
de la probabilidad, como el de probabilidad condicional y la independencia de eventos y
de variables aleatorias. Mostré ademés como los resultados fundamentales de la teoria de
la probabilidad se articulan en un enfoque axiomético, exponiendo, dentro de este nuevo
contexto, las leyes débil y fuerte de los grandes nimeros.

Finalmente, Kolmogorov, utilizando el método de Carathéodory, dio un método
general, ademas de simple, para construir medidas de probabilidad en espacios
de dimensién infinita:

Después del trabajo de Kolmogorov la aceptacién de probabilidad como una medida fue
undnime.



Regularidad de las medidas finitas sobre los borelianos de R"

Proposicion 1. Sea p una medida finita definida sobre los conjuntos borelianos de R",
Entonces, para cualquier rectangulo R = (a1,b1| X -+ X (an,b,| en R™ y e > 0, existe 6 > 0
tal que, si Ry es el rectangulo (a1,dy) X -+ X (ap,d,), donde:

d — b, +06 sib,eR
entonces:

p(R) < p(Rs) < p(R)+e

Demostracion

Sea F': R" — R la funcién de distribucién finita definida por:
F(z1,...,2,) = p((—00, 1] X -+ X (=00, x,])
Para cualquier § > 0 definamos:

) {bk+5 sib, € R
dy’ =

bk si bk = 0
RO _ (al,dﬁ‘” ‘e x (an,dif)
Se tiene entonces:
lim; o pu (R©)
= lfmy, o 3 p_o(=1)F 3 F(zy, - 2)
(z1,,@ )Gs(k)
oo (aLd‘lS ,,,,, an,d.‘,sl)

= h—o(—=1)" Z{(ml,... an)est)

(a1,b1,.

}F(xlv"' 73371) :M(R>
-,an,bn)
Dada ¢ > 0, existe entonces § > 0 tal que:

W (R9) — u(R) < e
Finalmente, como R C R; C R, se tiene:

p(R) < pu(Rs) < pu (RV) < pu(R) +¢
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Teorema 1. Sea p1 una medida finita, definida sobre los conjuntos borelianos de R™, En-
tonces, para cualquier conjunto boreliano B de R™ se tiene:

p(B) =mf{p(0): BC Oy O es un abierto de R"}.
Demostracién

Sea F': R™ — R la funcién de distribucién finita definida por:
F(zy,.. o an) = p (=00, 2] X - -+ X (=00, 24])

Sea Z la familia de rectdngulos de la forma (ay, by| X -+ - X (ap, b,| y A la familia de conjuntos
de la forma U?:1 Rjendonden € Ny Ry,..., R, son rectdngulos en Z, ajenos por parejas.

A es un dlgebra de subconjuntos de R" y la o-dlgebra generada por A es la o-dlgebra de
conjuntos borelianos en R".

Como p es la medida generada por F, se tiene:
para cualquier conjunto boreliano B de R".

Sea B un conjunto boreliano de R™. Dada ¢ > 0, consideremos una coleccién, Aq, A, ..., de
elementos de A tal que:

B c ;A

> 1(Ai) < u(B) + 3

Cada A; es de la forma:

A; = U;?izl R:9)

donde n; € Ny R&Y . RGm) son rectdngulos en 7 ajenos por parejas.
Para cada rectdngulo R/ = (agi’j), bgi’j) X - X (ag’j), b\
el rectdngulo (agi’j), dg“”) X +ee X (a,(f’j),dg’j)>, donde:

sea d;; > 0 tal que, si R((;lj) es

409 bl(:’j) +0;; si b,(;’J:) eR
- br si b = 00

Entonces p (joj)) < p (R(i’j)) + g
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Definamos:

0. =U, UL, B

Entonces O, es un abierto de R"” que contiene a B y se tiene:
p(0) < 3 ey (B )<2(3;mzw+z”%w)

<> (N(Ai} 21+1) <> m(A) +
< u(B)+e¢

Teorema 2. Sea p una medida finita, definida sobre los conjuntos borelianos de R"™, En-
tonces, para cualquier conjunto boreliano B de R™ se tiene:

w(B) =sup{p(K): K C By K es un compacto de R™}
Demostracién

Sean B un boreliano de R" y K7, K, ... una sucesién creciente de conjuntos compactos de
R™ tal que |J;2, K; = R™.

Dada ¢ > 0, para cada i € N, sea O; un abierto de R" tal que K; N B¢ C O; y u(0;) <
p (K; N B°) + 5. Entonces K; N Of es un compacto de R" y se tiene:

K,NnOfC KiN(K;NB)=K;,N(KfUB)=K;NB
K,NB—-—K,NO{=(K;NB)N(K;NO"
=(K;NB)N(KfUO;) =0,N(K;NB)
=0, —K;NnB)N(K;NnB)CO; — K;nB°
Asi que:

p(KiNB) = (KN 05) < p(0;) — p(K;NB) < 3
Por otra parte, B = | J;=, (K; N B), asi que:

p (B) = sup;ey p (K N B)

Sea N € N tal que p(B) < pu(Ky N B) + 5; entonces Ky N Of es un compacto contenido
en B y se tiene:

p(B) <pu(KnNB)+5<pu(KynOy) +e



Conjuntos compactos

Definicién 1. Sea (X, d) un espacio métrico

i) Diremos que K C X es compacto si para cualquier familia infinita {G, : v € I'} de sub-
conjuntos abiertos de X tales que K C UveF G, existe un conjunto finito T C I' tal que
K clU,er Gy

i1) Diremos que K C X es numerablemente compacto si para cualquier familia {G,, : n € N}
de subconjuntos abiertos de X tales que K C | _nGhn, existe un conjunto finito T C N tal
que K C J,er Gn-

neN

iii) Diremos que K C X es secuencialmente compacto si para toda sucesion (x,) de

elementos de K existe una subsucesion que converge a algin elemento de K.

neN

Se puede demostrar que las propiedades i, 77 y iz, enunciadas en la definicién anterior, son
equivalentes.

En la demostracién del teorema de Kolmogorov vamos a utilizar el concepto de compacidad
tnicamente en R” (n € N). Para este caso, el teorema de Heine-Borel asegura que un conjunto
es compacto si y sélo si es cerrado y acotado.

La propiedad que utilizaremos es la iii de la definicién anterior. Es por eso que tnicamente
vamos a demostrar que ¢ implica 2i:.

Teorema 1. Si K es un conjunto compacto de R™, entonces es secuencialmente compacto.

Demostraciéon

Sea (7;),cy Una sucesién cualquiera de elementos de K,

Como K es acotado, existe una celda [ fl) X 12(1) x - x IV formada por intervalos cerrados
finitos que lo contiene, a la cual llamaremos 4. Podemos tomarla de tal forma que los
intervalos Iy, Io, ..., I, tengan la misma longitud, la cual denotaremos por L.

Vamos a construir, inductivamente, una sucesién (Cy,),,. (23, de celdas, formasdas por
intervalos cerrados finitos, tales que, para cualquier m € {2,3,...}:

i) Cp, C Chyy.

ii) Cp, contiene una infinidad de elementos de la sucesion (x;),.y-

iii) Si Gy = 1™ x I{™ x -+ x I{™, entonces, para cualquier j € {1,2,...,n}, 1 <[J(m)) =
1

Definiendo Cy = C, Cy cumple con las condiciones i ii y iii.
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Tomemos ahora k € {2,3,...} y supongamos que tenemos definida una celda Cy, = [agk), bgk)} X

[agk), bgk)} X oo X [a,(lk), bgﬂ satisfaciendo las propiedades i ii y iii.

Para cada j € {1,2,...,n}, denotemos por cg.k) al punto medio del intervalo [ag»k), b;k)} )

De esta forma, en cada coordenada j tenemos los intervalos [a§k), cg-k)} y [cg-k), b;k)].

Tomando en cada coordenada uno de esos dos intervalos y considerando el producto carte-
siano de ellos, formamos una celda. El total de celdas que podemos formar de esa manera es
igual a 2" y si C' = I} x I3 x -+ x I, es cualquiera de esas celdas, se tiene C' C C} y, para
cualquier j € {1,2,...,n}, se tiene:

k k
1) = 3 ([a69]) = b L = oL

Sabemos que C, contiene una infinidad de elementos de la sucesién (x;),.y, asi que, por lo
menos una de las 2" celdas que formamos, llamémosla C, contiene una infinidad de elementos
de la sucesién (z;);.y, porque si para cualquiera de las 2" celdas se tuviera la propiedad
contraria, Cj contendria inicamente un numero finito de elementos de la sucesién (z;)

ieN
Definamos entonces Cj;; como una cualquiera de esas celdas C, entre las 2" celdas que
formamos, con la propiedad de que contiene una infinidad de elementos de la sucesion (z;);y-

La celda (.1 asf definida satisface entonces las propiedades i, ii y iii.

Asi que, por el principio de induccién matemadtica, para cada m € {2,3,...}, queda definida
cada una de las celdas C,, satisfaciendo las propiedades i, ii y iii.

Para cada m € {2,3, ...}, denotemos por L(™ a la longitud comiin, igual a 51+ L, de cada

2(m72)
uno de los intervalos 1™

;~ que componen la celda Cip,.

Por la propiedad i, las celdas de la sucesion (Cy,),,cn que hemos construido estdn anidadas,
asf que N°°_,C,,, # (). Esta interseccién es un conjunto formado por un unico punto, ya que

six = (x1,29,...,2,) Yy Yy = (Y1,Y2,--.,Yn) Pertenecen a esa interseccién, entonces, para
cada j € {1,2,...,n} y cualquier m € {2,3,...}, x; y y; pertenecen al intervalo ]J(»m) cuya
longitud es igual a L™); asf que |y; — x;| < L™ = ﬁL para cualquier m € {2,3,...} vy,
entonces, xr; = y;.

Sea z = (21, 29, ..., 2,) €l Uinico punto en la interseccién NX°_, Cy,.

Tomemos cualquier elemento de la sucesién (), oy, digamos x;, = (:Ugil), xgl), o ,:cif 1)>.

Como, para cada m € {2,3,...}, (), contiene una infinidad de elementos de la sucesién

(7);en» Podemos elegir, para cada m € {2,3,...}, un elemento z;, = (:pgi’"), mgm), . ,xq(fm)>
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de la sucesion (z;),.y de tal forma que z;,, € Cp, ¥ 9 > im—1. De esta forma, la sucesién
(%4,, ) men €8 una subsucesién de (z;), -
Para cada m € {2,3,...}, tanto z como x;,, pertenecen a la celda C,,, asi que, para cualquier
j€{1,2,...,n}, se tiene:

(im)

)Ij — 2j < Lm

Por lo tanto:

Asi que la sucesién (7, ),y converge a z.
Ademds, z;,, € K para cualquier m € N, asf que, como K es cerrado, z = lim,, ., z;,, € K.

Por lo tanto, hemos encontrado una subsucesién de (;),.y la cual converge a algiin elemento
de K, lo cual prueba el resultado.

Teorema de Kolmogorov

El teorema de Kolmogorov muestra que la propiedad de c-aditividad de una
funcién de probabilidad es consistente en el sentido de que si se asume como
védlida para el caso finito, entonces se puede extender al caso infinito.

Se puede enunciar de la manera siguiente:

Teorema 3 (Teorema de Kolmogorov). Sea I' un conjunto infinito y supongamos que
para cada subconjunto finito u de I', con n elementos, se tiene una funcion de distribucion
en n variables F, : R® — R de tal forma que si v y w son dos subconjuntos finitos de T’
tales que v C w, entonces la funcion de distribucion F, coincide con la distribucion marginal
que se obtiene de F), restringiéndola a las coordenadas en w. Entonces, existe un espacio
de probabilidad (2,3, P) y una familia de variables aleatorias reales {X; : t € I'} definidas
sobre Q) tal que si uw = {t1,...,t,} es cualquier subconjunto finito de I', entonces la funcion
de distribucion conjunta de X, ..., X;, es F,.

Obsérvese que, al inicio, no se tienen variables aleatorias ya que esto asumiria que se tiene
un espacio de probabilidad en el cual estdn definidas y es precisamente ese espacio de pro-
babilidad el que se construye en la demostracién del teorema.
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Por ejemplo, en el caso del proceso de Wiener, el cual modela el movimiento, en una dimen-
sién, de un grano de polen que se coloca sobre agua (movimiento browniano), lo que se tiene
de inicio es lo siguiente:

Imaginando que el grano de polen se mueve en un plano cartesiano infinito, considerando la
proyeccion del movimiento sobre uno de los ejes, digamos el horizontal, se tiene una particula
que se mueve sobre una linea recta, asi que, en cada tiempo ¢t > 0, la particula se encuentra
en una posicién que denotaremos por W;. Esta posicién es aleatoria ya que el movimiento
del grano de polen se debe a los choques que recibe de las moléculas de agua. Lo que se
busca entonces es un espacio de probabilidad en el cual se pueda definir una familia de
variables aleatorias reales {W, : t € [0,00)} de tal manera que W, represente la posicién de
la particula en el tiempo t. Para esto, se parte de las propiedades que se observan en un
movimiento browniano, o mejor dicho, de propiedades que se aproximan a las observaciones.
Estas propiedades consisten en lo siguiente:

1. El grano de polen no se mueve a saltos, sino de una manera continua; asi que, cualquiera
que sea su movimiento, la funcién ¢t — W, es continua.

2. El punto de inicio del movimiento se toma como el origen de la linea recta sobre el cual
se mueve la particula. Asi que Wy = 0.

3. El movimiento que sigue la particula a partir de su posicién en un tiempo ¢t > 0, es
independiente de como haya sido en el intervalo [0,¢]. Asi que, Si t; < ty < -+ < t,
son numeros reales positivos, entonces las variables aleatorias W;, — Wy, Wy, — Wy, ...,
Wy, — Wy, _, son independientes.

4. Si 0 < s < t, la distribucién de W; — W, es normal com pardmetros p =0y o> =t — s.

Sit; <ty < --- < t, son nimeros reales positivos, sabiendo que las variables aleatorias
Wiy, —Wo, Wy = Way, ..., Wy, = W,, | son independientes, podemos encontrar la funcién de
densidad conjunta de Wy, , W,,, ..., W, considerando la transformacién ¢ : R" — R" dada
por:

Yp =21+ 22+ -+, para k € {1,...,n}.
cuya inversa, ¢, estd dada por:

1 =Y

Ty =Yk — Yr—1, para k € {2,...,n}.

En efecto, se tiene:

(th,...,th) =@ (th,Wt2 — th,...,Wt — th—l)

n



13
Asi que:
Twe e, (W15 YUn)
(@15 Yn))

_ 1 1 .2 1 2 1 2
e O {—syvitexp{—g5 W2 —v1)" } - exp{—55=— (W — Yn-1)"}

= |J¢(y17 e Yn)l th1 Wiy =Wy ey We,, — Wi

n—1

_ 1 1 1,2 1 2 1 2
- \/(27T)nt1(t2*t1)~~-(tn7tn_1) exp {_§ |:Hy1 + ta—t1 <y2 - yl) + -4 F—— (yn - yn—l) i| }

Algo similar se puede hacer cuando t; = 0.

En otras palabras, para cada subconjunto finito {¢,ts,...,¢,} de nimeros reales no nega-
tivos, se tiene la funcién de densidad conjunta, y, por lo tanto, la funcién de distribucion
conjunta, de W, , Wy, ..., W,

n*

De lo que se trata entonces es de que, partiendo del conocimiento de esas distribuciones
conjuntas, se pueda construir un espacio de probabilidad en el cual se pueda definir toda la
familia de variables aleatorias {W; : t € [0,00)} de tal manera que para cada subconjunto
finito de mimeros reales no negativos {t1,ts,...,t,} la funcién de distribucién conjunta de
Wi, Wy, ..., Wy, sea la que se tenfa al inicio.

Regresando a la formulacién general del teorema de Kolmogorov, la idea de la demostracién
es la siguiente:

Para cada subconjunto finito de I', se tiene una funcién de distribucién finito dimensional,
de tal manera que se satisface la condicién de consistencia que se formula en el enunciado del
teorema. Se considera entonces el producto cartesiano de tantas copias de R como elementos
tenga I, es decir R!. Para cada subconjunto finito v de I' se expresa R! como el producto
cartesiano R* x RI'~* y se genera, sobre R%, una medida de probabilidad a partir de la
distribucién finito dimensional correspondiente al conjunto u (es decir, se genera una medida
sobre los borelianos de R*). De lo que se trata entonces es de obtener una medida sobre R
juntando todas las medidas que se obtienen sobre los conjuntos R*, donde u corre sobre todos
los subconjuntos finitos de I'. Esto se logra definiendo primero una cuasi medida sobre el
algebra de subconjuntos de R' formada por la familia de todos los conjuntos que pertenecen
a B (R*) x RI'~* para algin subconjunto finito u de I'. Después se aplica el teorema de
extension de Carathéodory para obtener una medida sobre la o-dlgebra generada por esa
algebra y los conjuntos de medida exterior cero.

Recordemos que si [F es un conjunto cualquiera y A un dlgebra de subconjuntos de F, una
quasi medida es una funcién no negativa u : A — R finitamente aditiva, o-subaditiva y tal

que £ (0) = 0.
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Ademsds, si F es un conjunto cualquiera, 4 un dlgebra de subconjuntos de Fy u: A —
R una funcién no negativa y finitamente aditiva, entonces las siguientes propiedades son
equivalentes:

i) p es o-subaditiva.
i1) u es o-aditiva.

i11) Para cualquier sucesién creciente (A,,) de elementos de A tales que | J)~ | A,, € A, se

tiene p (Uo7, An) = im0 p(Ay).

iv) Para cualquier sucesién decreciente (A,,)
se tiene p (oo, An) = im0 p(Ay).

neN?

nens de elementos de A tales que ()72 A, € A,

v) Para cualquier sucesién decreciente (A,,)
se tiene lim,, ., u(A,) = 0.

»ens de elementos de A tales que (", A, = 0,
Finalmente, recordemos el teorema de extensién de Carathéodory:

Si F es un conjunto cualquiera, A un dlgebra de subconjuntos de F y y : A — R una quasi
medida, entonces existe una medida p : S +— R tal que pu(A) = py(A) para cualquier A € A,
donde § es una o-algebra que contiene a o(A) y a los conjuntos de medida exterior cero.

La medida p se construye definiendo primero una medida exterior definida sobre todos los
subconjuntos de [F:

i (A) = inf {Z] fo(A;) = Ay, Ag, ... es cubierta de A}

Después se definen los conjuntos medibles como aquellos conjuntos £ C F para los cuales se
cumple la siguiente relacién:

te(A) = 1 (AN E) 4 p (AN E°)
para cualquier conjunto A C F.

La medida p(E) de un conjunto medible E se define entonces como la medida exterior de F.



Demostracién del teorema de Kolmogorov

Paso 1.
Denotemos por U a la familia de subconjuntos finitos de T'.
Sean 2 =RF = {f : T — R}y, para cadau € U, R* = {f : u— R}.

Por definicién, un elemento w € €2 es una funcién de I' en R, sin embargo podemos también
imaginar a w como un vector el cual tiene una coordenada para cada t € I.

Paso 2.

Sabemos que, para cada u € U, con n elementos, se tiene una funcién de distribucién en n
variables F;, : R* — R.

Esta funcién de distribuciéon F, genera una medida de probabilidad P, definida sobre los
conjuntos borelianos de R" tal que:

P, ((—o0,u1] X -+ x (—00,u,]) = Fu(uy, ..., uy,)
para cualquier (ug,...,u,) € RY.
Paso 3.
Para cada u = {uy,...,u,} € U, denotemos por I, a la funcién II, : Q — R* definida por
I, (w) = (w(uy),...,w(uy,)) v, para pareja u,v € U tal que u C v, denotemos por II,, a la

funcién I1,, : RY — R" definida por II,, (f) = f., donde f, : u — R es la restriccién de
frv—Rau.

Obsérvese que I, y I1,, son simplemente proyecciones sobre un espacio de menos coordenadas
al del dominio.

Paso 4.

Sabemos que si u,v € U y u C v, entonces la funcién de distribucién F;, coincide con la
distribucién marginal que se obtiene de F), restringiéndola a las coordenadas de u; es decir,
siu={uy,...,u} yv=-Huy,...,up,v1,...,0,}, entonces:

Fu(ur, .. un) = My, o) (o0,.00) Fo(Ua, .oy Un, V1,000, Up)
Asi que:

P, ((—o0,uy] X «++ X (—00,up]) = P, ((—00,u] X - X (—00,u,] X R X -+ x R)
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Pero:
(—o0,u1] X -+ X (—00,uy] X R X - x R=IT! (=00, uy] X +++ X (—00,uy)|)
Por lo tanto:

P, ((—o0,uz] X -+ x (=00, u,)) = P, (I} (=00, u1] X -+ X (—00,u,]))

VU

Como los conjuntos de la forma (—oo,u;] X -+ X (—00, u,| generan la oc—élgebra de Borel
en R, se tiene entonces:

(%0

para cualquier conjunto boreliano B, de R".

Paso 5.

Para cada u € U, denotemos por B, a la o-dlgebra de los conjuntos borelianos de R" y
definamos:

So={I,'(B,):ueUyB,€B,}

Cada elemento de &y es un subconjunto de €2, es decir estd formado por vectores cada uno
de los cuales tiene una coordenada para cada t € I'; lo que caracteriza a esos vectores es
que restringiéndonos a las coordenadas que corresponden a los elementos de u, se obtiene un
elemento de B,. También puede pensarse IT;* (B,) como B, x R ~; es decir, restringiéndonos
a las coordenadas correspondientes a u, II;' (B,) es B,, mientras que restringiéndonos a las
coordenadas correspondientes a I' — u, es R %,

Paso 6.
Demostremos que S es un dlgebra de subconjuntos de €2:

Obviamente, 2 € Sy y si E € S entonces E¢ € . Por otra parte, si E =11, (A,) € So y
F=11,'(B,) € Sp, seaw =uUv, A, =11, (A,) y B, = II,,}(B,), entonces:

EUF =1I' (A4, U B,) € So.
Por lo tanto, Sy es un dlgebra de subconjuntos de 2.

Paso 7.

Definamos P : Sy +— [0, 1] de la siguiente manera:

P (II;1 (Bu)) = Pu(Bu)

u
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Observemos en primer lugar que P estd bien definida. En efecto, supongamos que II;,! (B,) =

1! (A,), entonces, definiendo w = u U v, se tiene:

L (Bu) = I, (IT, (Bu))

w wu

Asi que:

Por lo tanto:

Paso 8.
Q =11, (R*) para cualquier v € U.

Asi que:

Paso 9.

Mostremos que P es finitamente aditiva:

En efecto, Si E = II;' (A4,) y F = II,! (B,) son elementos de Sy, ajenos, sea w = u U v,
A, =1, (A,) y B, = II,}(B,), entonces A, y B, son ajenos y EUF = II.;' (4, U B,),
asi que:

P(EUF) =P, (A, UB,) = Py (Ay) + P, (By)

Paso 10.

Mostremos ahora que P es o-subaditiva:

Para esto, basta con demostrar que si tenemos una sucesién decreciente (E;),.y, de elementos
de Sy, tal que ;2; E; = 0, entonces lim; ., P (E;) = 0.

Para cada i € N, sea v; € U y A; € B,, tales que E; = H;il (A;), y definamos u; = U;Zl v;
y B; =11, (4;). Entonces B; € B,,, E; = I (B;) y la sucesién de conjuntos (uy),cy €s
creciente.
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Supongamos que € = lim; .., P (E;) >0 .

Por el teorema 2, para cada i € N, P,. (B;) puede ser aproximada por medidas de compactos
contenidos en B;, en particular existe un subconjunto compacto de R, contenido en B;, tal
que:

Py (Bi) — Py, (K;) < 55+
Sea F; = II,! (K;).

Obviamente se tiene F; C E; para cualquier ¢ € N, asi que si demostramos que ()2, F; # 0,
habremos demostrado que (.2, E; # 0, llegando asi a una contradiccion.

Para cada j € N definamos:
Hj = ﬂg:1 I
Entonces:
H; C (., B = E;
Y se tiene:
P(E) = P(H)) = P(E) = P ("L B) = P (UL (8 - F))
<Y L P(Bj—F) <Y P(E —F)=Y_,[P(E)~P(F)

= Zgzl [Puz (BZ) - Puz‘ (KZ)] < 25:1 Ziil < %

Asi que:

v
N ™

P(H;) > P (E;) — >0

N

Por lo tanto H; # () para cualquier j € N.

Para cada j € N, sea 219 ¢ H;, entonces 29 e F, = H;il (K;) parai € {1,...,j}. Por lo
tanto, %Sji) =1I,,2Y9 € K; parai € {1,...,5}.

(Obsérvese que, para cualesquiera i,j € N, xi(f) tiene como coordenadas las coordenadas de
1Y) que corresponden a los elementos de u;. Recordemos, ademds, que u; C uy C uz C -+ -)
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Visto de otra manera, fijando i € N se tiene %(f) € K; para cualquier j € {i,i+1,...}.

En particular, (xq(fl)) es una sucesién en K, asf que tiene por lo menos una subsucesién
jEN

convergente <:c1(ff(1’j))> , donde se puede asumir que m ;) > 1.
jeN

lawi -, , . .,
A su vez, (:cLQ 1"])> es una sucesién en Ko, asi que tiene por lo menos una subsucesién
JEN

convergente (L(Z(Q’j))> , donde se puede asumir que m 1) > 2.
jEN

Ademss:
(m(2,5)) (m(2,5))
Hu2u1( u2 ! ) = Ty ’
, (m2,5)) . (m,j))
im0 @y = im0 Ty
Asi . — Y (m(,5)) — i (m(2,5)) t 11 —
st que, si @, = lim;_ o Ty, Y Ty =Moo Ty, 77, entonces Iy, (Tu,) = o -

Continuando de la misma forma, obtenemos, para cada ¢ € N, una sucesién convergente
(m@. ) . , (m,5))

<a:ui @5 en K;, de tal manera que, si z,,, = lim; o 2y, ", entonces IL,, .,y (Ty,.,) = Ty,

jEN

7

Hemos obtenido entonces una sucesién (x,,,)
1,7 € N, con ¢ < j, entonces Hujui(Iuj) =T,

i

ey tal que z,, € K; para cualquier i € N y si

Definamos la funcién y : U2 u; — R de la siguiente manera:
y(t) = xy, () sit € u;

Denotando, para cada j € N, por I1“) a la proyeccién de R¥=Z1% sobre R%, este elemento
y € RY=1% asf definido, tiene la siguiente propiedad:

1) (y) =z, € K

Para tener definido un punto en (1,2, F; tnicamente resta completar y definiendo arbitraria-
mente las coordenadas que corresponden a I' — U5°,u;; por ejemplo definamos wy € €2 de la
siguiente manera:

fyt) siteuRu
wo(t) = { 0 en otro caso

Entonces II,,(wo) = x,, € K; para cualquier i € N, asi que wy € II;' (K;) = F; para
cualquier ¢ € N, es decir:
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wo € gy Fi
Asi que (2 F; # 0, lo cual establece la contradiccién mencionada.

Por lo tanto lim; ., P (E;) = 0, asi que P es o-subaditiva.

De acuerdo con el teorema de extensién de Carathéodory, existe una inica medida de pro-
babilidad P definida sobre I = o () tal que P (II,* (B,)) = P, (B,) para cualquier u € U
y B, € B,.

Para t € T, sea X; : 2 — R definida por X;(w) = w(?).
Entonces:
(X; <z] = Ha ((—o0,]) € o
para cualquier t € I'y = € R.
Asi que X; es $-medible para cualquier ¢t € T'.
Ademéds, para cualquier u = {t1,...,t,} € Uy (x1,...,x,) € R se tiene:
P[Xy, <mp,...,X;, <) =PI ((—o0,m1] X -+ X (—00,2,]))
= P, ((—00,x1] X +++ X (=00, 2,)) = Fu(x1, ..., 27,).

Asf que F), es la funcién de distribucién conjunta de Xy, ..., X;

n*



